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nes medibles

(Q,4), (Y,B) espacios medibles, f:Q—Y

f medible < f'(B)yea VBeB

Integral
0000

Primeras propiedades

o La composicién de funciones medibles es medible

o Si B es la o-dlgebra engendrada por 7:

f medible «— fY(T)ea VTeT
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(Q,4) espacio medible, (Y,7) espacio topolégico, f: Q—Y

f medible < f(T)ea VT eT

Primeras propiedades

o Las funciones continuas son (Borel) medibles
@ Una funcién continua de una funcién medible es medible

e Si 7 tiene una subbase numerable S:

f medible < f1(S)ea vVSeS
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Funciones medibles positivas

(Q,4) espacio medible, f: Q — [0,e]. Equivalen:
(i) f es medible
(i) xeQ:f(x) >0} eq VaeR"
(iii) {xeQ:fx)>a} e a4 YVaeR"
(iv) {xeQ:f(x)<P}ea VBeR"
(v) {xeQ:f(x)<Blea VBeR"

v

Consecuencias

{fn} medibles positivas. También son medibles:

o gi(x) =sup{fu(x) :neN} (xeQ)
o gr(x) =inf{f,(x):neN} (xeQ)

(x)
o g3(x) = hmsupf,,( ) (xeQ)
o ga(x) = liminff,(x) (r€Q)
Por tanto: {f,(x)} — f(x) Vx€Q = f medible
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Funcién simple positiva
(Q,4) espacio medible

Funcién simple positiva: s: Q — [0,c0[ medible con s(Q) finito
Descomposicién candénicas:

s(Q) ={oy,00,...,0,} con 0oy <0 <...<Oy<oo

A ={xeQ:s(x) =4} ea (k=1,2,...,n)

n n
Q= JAr, ANA;=0 (k#j), s= ) oxxa,
k=1 k=1

Reciprocamente:

m
Bi,....,Bn €4, Bi,....Pm €0, = t:ZBjXB,- simple positiva
j=1
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Teorema de aproximacion de Lebesgue

Toda funcion medible positiva es el limite puntual de una sucesién creciente
de funciones simples positivas

f:Q — [0,c0] medible, n € N

F,={xeQ:f(x) >n}c 4
Eqx {er k—\f() k}eﬂ (k=1,2,...,n2")
—1
Sn:];ITXEnk + nxr,

o $1(¥) <sup1(x) VxeQ
o {su(1)} = fx) VxeQ

o sup f(Q) < e convergencia uniforme

Consecuencia,

f,g medibles, a. € [0,0], pe RT = f+g, af, fg fP medibles
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Definicion de la Integral

(Q,4,u) espacio de medida, E € 4

Integral de de una funcién simple positiva

n n
s= Y O Xa, /Sd#= Y owu(AxNE)
k=1 E k=1

s,t simples, s(x) <t(x) Vx€E = /sd/.l< /td,u
E E

/sd,u = méx{/ tdu : t simple,r < s}
E E
—

Integral de una funcién medible positiva

f:Q — [0,o0] medible

/fd,u:sup{/ sd,u:ssimplesgf}
E E




Funciones medibles Integral
00000 0000

Propiedades de la integral (1)

Primeras propiedades

o f:Q — [0, medible = /Efd,u=/QfXEd,U (Eea)

o f:Q — [0,00] medible,a € [0,0] = /chd/.l:(x/ fdu
Q Q

o f,g:Q— [0, medibles, f < g = /Qfd,ug /dip

Teorema de la convergencia mondtona

Sea {f,} una sucesién creciente de funciones medibles positivas en Q y sea
f(x) = lim f,(x) Vxe€ Q. Entonces:
n—oo

[ fau= tim [ fudu
Q n—e JQ
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

A}(ﬂin) d#:;/gfndﬂ

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
9:A— [0 o) = [ fdu (E€)

¢ es una medida y, para g: Q — [0,e] medible:
| gdo= [ efau
Q Q

e Lema de Fatou: {f,} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

/ (liminf f,) < liminf / fodu
Q n—o0 n—o0 Q
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral
f:Q— [0,0] medible:

/Qfd,u:0 & p({xeQ:f(x)>0}) =0 (f=0cpd)

/Qfd,u<oo > u({xeQif()=w}) =0 (f<wcpd)

Desigualdades de Holder y Minkowski

f,8:Q — [0,00] medibles, 1 < p < co, %—}—— =1:

/Qfgdlu . (/prd’u) 1/p (/Qg”* d,u) 1/p
</Q(f+g)”dﬂ)l/p < </prdu)l/p + (/Qgpdu)l/p
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